
0 Н Ѣ К О Т О Р Ы Х Ъ АРИѲМЕТИЧЕСКИХЪ С В О Й С Т В А Х Ъ 
Р Ѣ Ш Е Й І Й А Л Г Е В Р А И Ч Е С К И Х Ъ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц І А Л Ь -

Н Ы Х Ъ УРАВНЕНІЙ. 

Д. Мордухай-Болтовского. 

§ 1. Среди попытокъ обобщенія знаменитой теоремы Эй-
зенштейна, относящейся къ ариѳметическимъ свойствамъ раз-
ложеній 

у=а0-\-аіХ-\-а2х2 + , (1 ) 

удовлетворяющихъ алгебраическому уравненію, наиболѣе за-
служивающими вниманіе является изслѣдованія Пиншерлэ, пря-
мымъ продолженіемъ которыхъ является наша работа: „ 0 н ѣ -
которыхъ ариѳм. свойствахъ регулярныхъ интеграловъ линей-
ныхъ диФФеренціальныхъ уравненій". Матем. Сб. т. X X Y I . 
1907 г. и теорема Тейксейра, который доказываетъ, что, если 
рядъ (1) представляетъ рѣшеніе алгебраическаго диФФерен-
ціальнаго уравненія: 

f(x,y,y>... j , < » > ) = 0 (2) 
TO 

п 

Теорема Тейксейра въ нѣкоторыхъ случаяхъ невѣрна, какъ 
мы имѣли уже случай замѣтить въ вышеупомянутой статьѣ. 

Ошибка Тейксейра была замѣчена Гурвицемъ А ) (что намъ 
было неизвѣстно, когда мы писали вышеупомянутую статью). 
Теорему Тейксейра Гурвицъ замѣнилъ слѣдующей: 
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Если рядъ (1) съ рацгопальнымѣ коэффиціентами аі удовле-
творяетъ алгебраическому дифференціалъному уравненію ( 2 ) , то 
существуетъ цѣлая функція = Y o + у Y 2 ^ 2 + • • • ^ 
цѣлое число п такое, что простые множителщ содержащіеся 
въ знаменателяхъ приведенныхъ дробей ащ ап+і, ап+2- • • дѣлятъ 
послѣдователъно 

при чемъ всѣ числа *((п-{-2)... отличны отъ нуля. 

В ъ настоящей работѣ мы: 

1) Дополняемъ изслѣдованіе Гурвица и Тейксейра выводомъ 
еще новаго ариѳметическаго свойства. 

Въ то время какъ свойство Гурвица относится къ пре-
дѣльнымъ величинамъ для простыхъ множитедей и даетъ, что 

при возрастаніи п сохраняетъ конечное значеніе (рп наиб, 

простой множитель знаменателя ащ h нѣкоторое опредѣленное 
цѣлое число), свойство нами доказываемое относится къ по-
казателю степени Ьп(р) простого мвожителя р даннаго зна-
менателя ап. 

Мы доказываемъ, что 

Ыр) 

гдѣ а степень уравненія (2) при возрастаніи п сохраняетъ 
конечное значееіе. 

Невыполнимость любого изъ этихъ двухъ условій влечетъ 
собой слѣдствіе. что Функція: 

y—a0-\-aiX-{-a2X2Jr anxnJr ... 

не опредѣляется никакимъ алгебраическимъ диФФеренціаль-
ньшъ уравневіемъ, т. е. представляетъ, согласяо терминологіи 

А) Hurwitg. Sur le developpement des fonctions satisfaisant a une equation 
differentielle algebrique. Annales de PEcole Normale. t. VI. Ш. Serie, 
1 8 8 9 годъ. 
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My pa x ) , Тицкэ и т. д. трансцендепталъ-мрансцеиденмиую 
функцію. 

2) Мы указываемъ на очевидную возможвость (не входя въ 
детали), пользуясь общими свойствами цѣлыхъ оункцій съ 
цѣлыми коэФФИціентами отъ трансцендентныхъ чиселъ, не 
связавныхъ между собой алгебраически (R—Функцій), доказан-
ными въ вышеупомянутой нашей статьѣ, обобщить в с ѣ эти ре-
зультаты на случай какихъ угодно алгебраическихъ или транс-
цендентныхъ коэФФиціеатовъ сц. 

3) Обобщаемъ эти результаты на случай трансцендентвыхъ 
диФФеренціальныхъ уравненій съ лѣвой частъю, выраженной 
въ конечномъ видѣ у, у'...у(т)), доказывая, что подобныя 
уравненія не могутъ опредѣлять трансценденталь-трансцен-
дентныя Функціи. Вмѣстѣ съ тѣмъ мы доказываемъ теорему, 
аналоглчную теоремѣ Чебышева, упомянутой въ л и т о г р а Ф и -

рованномъ курсѣ Эрмита* и, наконецъ, 

4) Мы доказываемъ нѣкоторыя ариѳметическія свойства, 
спеціально присущія рѣшеніямъ уравненій перваго порядка, 
выражаемымъ въ конечномъ видѣ съ помощью элементар-
ныхъ трансцендентныхъ. 

А именно мы доказываемъ, что въ этомъ случаѣ имѣетъ 
мѣсто свойство: 

п1 

при нѣкоторомъ конечномъ I сохраеяетъ конечное значевіе 
при безконечномъ возрастаніи п. 

§ 2. Напомнимъ слѣдующія свойства В—Функціи, доказан-
ныя вышеупомянутой яашей статьѣ. 

т) N. Moore. Concerning Transcendentally-Transcendental Function. 
Mathem. Ann. B . 48 ( 1 8 9 7 ) стр. 4 9 . 

ТіЫе. Monatschefte Math. 16 ( 1 9 0 5 ^ p. 1 5 9 . Къ этому ряду из-
слѣдованій относится и работа о функціи Гамма Holder'a Mathem. Ann. 
2 8 . p. 1, хотя послѣдній не употребляетъ нринятаго Муромъ, Тицкэ и 
вами термина. 



Цѣлой В—Функціей называемъ выраженіе 

F цѣлая Функція 

1) трансцендеитныхъ £і " ^ . . . ^ , не связаныхъ алгебраи-

чески, и 

2) независимыхъ произвольныхъ постоянныхъ С\ С 2 . . . Сг. 

Опредѣленія. 

1) F дѣлится на ф, если 

гдѣ *Р.іі—Функція. 

2) Простыми множителями F называемъ В—Функціи, д ѣ -
лящія F и не дѣлящіяся на цѣлыя числа или цѣлыя В—Функ-
ціи. 

3) Ф і > Ф 2 , если соблюдены условія: Если Ф і , Ф 2 степеней 
рі, р 2 и р наибольшее изъ чиселъ (рі, р 2 ) , если затѣмъ 

А\, А0 

коэФФИціенты полинома р-ой степени, выписанныя въ опредѣ-

левномъ порядкѣ 

•^Х-і ^ Х + ы • • • -^ол 

ихъ значенія для Фі и Ф 2 , то 

Л - 1 > Л . 2 
ИЛИ 

А - 1 , 1 > А - Ь 2 
и т. д. вообще 

Aj-i=Aj.2 j = \ X — 1 . . . к+1 

5) Подъ абсолютной величиной Ф ь обозначаемой ( Ф і ) , бу-

демъ разумѣть цѣлую j R — Ф у н к ц і ю съ коэФФИціентами, рав-
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ными абсолютнымъ значеніемъ соотвѣтственныхъ коэФФиціен-
товъ Ф х Сі С2...СѴ) 

6 ) Мы называемъ В—Функцію конечной, если коэФФИціенты 
ея конечны и степень ея конечяа. Если мы говоримъ, напри-
мѣръ, что 

при безковечномъ возрастаніи остается конечно, то это зна-
читъ, что 

при безконечномъ возрастаніи п остаются конечны. 

Т е о р е м ы : 1) Если Ф ? дѣля F4* съ l F , взаимнопростая г 

то она дѣлитъ F. 

2) Произведеніе нѣсколькихъ цѣлыхъ В—Функцій тогда 
только дѣлится на простую цѣлую В—Функцію или простое 
число р, если одинъ изъ множителей дѣлится на р. 

3 ) He обращая вниманіе на знаки и порядокъ множителей. 
можно сказать, что всякая цѣлая В—Функція разлагается 
только однимъ саособомъ на произведеніе простыхъ множи-
телей. 

4) Если рп дѣлитель сп и ? если ~ остается конечнымъ 

при возрастаніи щ то то же относится и къ Щ • 

Этой теоремой слѣдуетъ замѣнить теорему § 17 вышеупо-
мянутой статьи вѣрную лишь при положительныхъ КОЭФФИ-
ціентахъ F,p, q. 

Для доказательства ея вмѣсто d подставляемъ опредѣ-
ленныя цѣлыя числа черезъ что равенство 

-an 

Цп—РѵХпч 
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гдѣ г п цѣлая В функція остается въ силѣ и даетъ 

гдѣ Pn{j\ гпМ цѣлыя числа. 

Отсюда слѣдуетъ, что такъ какъ вмѣстѣ и Щ остается 

конечно, У^т- вмѣстѣ съ тѣмъ остается конечнымъ и 
' пк 

пк пк 

Взявъ нѣсколько системъ значеніи G , получаемъ для 

коэФФИціента рп выраженіе 

гдѣ €j не зависятъ отъ п, откуда заключаемъ, что —-к остается 

конечнымъ. 

§ 3 . Алгебраическое диФФеренціальное уравненіе всегдамо-

жетъ быть приведено къ виду 

f (х, у, ^ . . . j , ( « ) ) = = 0 , 

гдѣ f цѣлая Ф у н к ц і я (х, у9 у'... y(mty, коэФФиціенты въ общемъ 

могутъ быть какими угодно числами алгебраическими или 

трансцендентными. 

КоэФФиціенты вообще будутъ алгебраическими Функціями 

конечнаго числа трансцендентныхъ 
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шш что то же раціоігальными Функціями отъ 

гдѣ s опредѣляется уравненіемъ: 

£ Eoj *fc=0 (* ) 

гдѣ jEJoy цѣлыя Функціи съ цѣлыми коэФФИціентами отъ £ 
[цѣлыя JR—Фунвціи]. 

Взявъ 

J J ФССІ , S, х, у, у\..у№)=0 

гдѣ 

Ф (£г ^ . . . ^ , S, я, y'...yW) = f(x, у, у'...у(т>) 

и распространяя П на в с ѣ корни уравненія (*) ііолучаемъ 
уравненіе степени не больше 

гдѣ т степень даннаго уравневія 

F (х, у, у>...уМ=0 (3) 

коэФФиціенты въ конечномъ будутъ уже цѣлыя It—Функціи. 

Предположимъ, что у опредѣляется разложеніемъ 

у = а 0 + Я і # + а 2 # Ч (1) 
Тогда 

(4 ) 

Нѣкоторыя изъ у№ (или аі) въ числѣ не большемъ m т. е. 
порядка уравненія (2) могутъ оставаться произвольными, дру-
гіе же опредѣляются изъ уравненій, получаемыхъ послѣдо-
вательнымъ - диФФеренцированіемъ уравненіе (3) и будутъ 
алгебраическими Функціями у0® или а»-. 



— 367 — 

Поэтому, если нѣкоторые изъ коэФФИціентовъ а,- будутъ 
трансцендентными, то остальные коэФФИціенты будутъ алгебр. 
Функціями отъ опредѣленнаго числа трансц. не большаго т. 
Ниже будетъ доказано, что начиная съ нѣкоторыхъ значеній 
г,.у0(т+і) или ат+і опредѣляются уравненіями первой степени 
въ j / 0

( m + w ^ 2/o ( m + *" 2 ) . • •J/'o, Уо- Поэтому если 

у0(™+р)=фт+р [у0(т+і-і>, y 0 < w + * - 2 ) . - - y'o, 2/о, м] (5) 

гдѣ и опредѣляется уравненіемъ 

J=P 

^ Н, ( ^ w " 1 > , Уо^- 2 ) - • Y o , 2/о) fcO ( 6 ) 

гдѣ Щ ф ш + і , раціональныя Ф у н к ц і и съ цѣлыми (или равными 
цѣлымъ JR — Функціямъ) коэФФиціентами ; то имѣемъ также 

уо(т+Р+1) = ф т + р + і [у,(ш-1)у yQ(m) у>^ у^ Щ 

гдѣ Фт+р+і раціональная Функція у^т~1^ . .у'0, у0, и . 

Замѣняя 2/о ( т _ 1>, 2/ 0^ т — 2^ • • - 2/'о, Уо ихъ выраженіями съ по-
мощью трансцендентныхъ и произвольныхъ постоянныхъ мы 
получаемъ ап въ Формѣ раціон. Ф у н к ц і и съ цѣлыми КОЭФФ. 

«п=Ѳ[Сі, IV. 'C? , Ь , С7і, С 2 . . С ? , ѵ, и] ( 7 ) 

гдѣ г; опредѣляется уравневіемъ 

V f y ССь Ь - Д р , G , С 2 . . С Д ) ^ = 0 (8 ) 

у=о 

гдѣ цѣлыя I t — Ф у н к ц і и , 

и опредѣляется уравненіемъ 

2] ( Ь , 5 і , - 5 » С„ С 2 . и > = 0 (9) 

гдѣ т]у цѣлая J t — Ф у н к ц і и отъ £•> С» и V. 
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Изъ уравненій (8) и (9) выводимъ уравненіе степени не 
выше Х[л т. е. конечной не превосходящей опредѣденнаго 
предѣла степени, каково бы ни было п 

£ 9/ (Си 5 і , Ь - . ^ , Сі, С2..Сд, ѵ) и>=0 (10) 

Далѣе можно написать также 

и=Ѳ 5 ь 5 а , - . ^ , Сі, С я . . . С д , 0 ( И ) 

ѵ = Н « і , 5 і , ^ . . Н „ Сі, С 2 , . . С „ 0 . (12) 

въ видѣ В—Функцій С, £», С»> и £? гдѣ £ опредѣляется урав-
неніемъ (нейриводимымъ): 

2 СОу « l e 5 і , Ь . . ^ , a , ^ = 0 (13) 

гдѣ сог цѣлыя J B — Ф у н к ц і и они С, С*. Тогда на основаніи 
уравненія (8), какъ въ случаѣ линейныхъ диФФеренціальныхъ 
уравненій 

а Qn(Ch^2» • *(г? %1? %2 ^ " С і С2--Сд) 

гдѣ 
iin(si> ^2 • • £г, £і, ^2 • « Сі, С 2 . . 6 \ ) = 

- 2 а ( у ) * 5 ь 5 я . . ^ , Сі, C2..Cq)P' (15) 

<7Г, а^м цѣлыя R—Функщи. 

Отсюда вытекаютъ два свойства, всегда присущія разложе-
ніямъ, опредѣляемымъ алгебраическими уравненіями. 

1) Число произволъныхъ посшоянныхъ и число шрапсцеидент-
ныхъ, ие связашыхъ алгебраическими уравнеиіямщ должно быть 
всегда конечно. 
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2) Степень неприводимаго уравненія съ коэффиціентамщ рав-
иыми В—функціямъ, опредѣляющаго должна превосходитъ 
конечнаю предѣла при возрастаніи п. 

Какъ только одно изъ этихъ условій нарушено, у не можетъ 
уже опредѣляться алгебраическимъ диФФеренціальнымъ урав-
неніемъ, у представляетъ соглэсно терминологіи Мура, Тичкэ 
и др. трансценденмалъ-трансцендептную Функцію. 

Возьмемъ для примѣра разложеніе 

У='+ ? + ? + ? + - Сів) 

гдѣ с произвольное постоянное. у трансцендеталь-трансцен-
дентная Функція. 

Въ самомъ дѣлѣ разложеніе (16) вида 

оно содержитъ безконечное мвожество трансцендентныхъ не-
зависимыхъ алгебраически. В ъ самомъ дѣлѣ на основаніи 
нашихъ изслѣдованій *) всякая алгебраическая зависимость 
между £ 2 , £з- - С. 

Ф К і , ь, Ь . - ^ р , С ] = о , 

вѣрная при всякомъ С сводится къ уравненію типа 

V1 У 2 . . . у — to 

гдѣ to алгебраическая относительно С Функція, Хі, Х 2 . . .An 
раціональныя числа отличныя отъ вуля, а это послѣднее 
предполагаетъ уравненіе 

Хі ( 7 н - Х 2 С ^ з С 3 н Х , С Ѵ = 0 

при всякомъ С5 т. е. 

А і = А 2 = . . . . А„—0. 

*) Д. Мордухай-Болтовской. Объ интегрированіи въ конечномъ видѣ 
динепныхъ дифференціальныхъ уравненіи § 15 стр. 4 3 . Варшавскія Уни-
верситетскія Извѣстія за 1 9 0 9 годъ. 



Точно такимъ же образомъ Функція 

х с 
у=1-

e c l g ( C - H l ) е- с 1 ё (С-н2) 

/Ѵ>3 /у>Уі 
(17) 

e 3 c lg(C-t-3) e , w l g ( C + w ) ' 

Функція трансценденталъ-трансцендентная. 

В ъ самомъ дѣлѣ алгебраическое уравнеиіе 

Q[e c , lgCC-нІ), 1 S ( C - H 2 ) . . . . l g ( C - + ^ ) ] = 0 

должно сводиться къ 

VAj]g(C+j)=0 (18) 

гдѣ Aj не зависитъ отъ G и отличны отъ нуля. 

Но представляя равенство (18) въ ві*дѣ 

^ l g ( C - ^ > = - ^ , l g ( C - 4 - l ) - ^ 2 l g ( C - * - 2 ) . . . 

полагая С= —j убѣждаемся, что въ правой части конечная 
величива, а въ лѣвой безковечность. 

Такимъ образомъ разложеніе (17) содержитъ безконечное 
множество трансцендентныхъ и потому принадлежитъ къ 
травсценденталь-трансцендентной Функціи. 

Разложеніе 
/у /у>2 ,<у> JJ JJ JJ 

у = 1 -

C^a-HCu-C^i -bd - i - l 

содержащее произвольныя постоянныя C1C2C3... число кото-
рыхъ безконечно, тоже не можетъ представлять рѣшенія 
алгебраическаго диФФеренціальнаго уравненія. 
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Разложеніе 

я 7 1 

a r c s — 
#"cs— 

п 

1! 2! 3! 

тоже принадлежитъ трансценденталь-трансцендентной оувк-
ціи, такъ какъ степень неприводимаго уравненія опредѣлен-

earo cs — вмѣстѣ съ п безконечно возрастаетъ. 

§ 4. Еакъ въ § 4 нашей работы: 
« 0 нѣкотрыхъ ариѳметическихъ свойствахъ и т. д.» мы 

дѣлимъ множители знаменателя ап в а группы: 

I) Первая группа—множители меньше нѣкотораго конечнаго 
числа Р , независимаго отъ п въ степеыяхъ, показатели кото-
рыхъ меньше конечнаго числа Q, ве зависящаго отъ п . 

II) Вторая группа—множители меньше Р . но съ показате-
лями болыпе Q. 

Ш ) Третья группа—мвожители, болыше Р . 
Задавъ надлежащимъ образомъ Р , Q, мы можемъ утвер-

ждать, что при разлрічныхъ выраженіяхъ типа (14, 15) для ащ 

число простыхъ множителей группъ II и Ш-ей остается не-
измѣоаымъ, показатели же множителей в с ѣ х ъ группъ будутъ 
измѣняться только на конечныя числа. Отсюда слѣдуетъ, какъ 
это доказано въ §§ 3, 6, 7 вышеупомянутой работы, что 
остаются также неизмѣнными числа при которыхъ 
конечны 

при безконечномъ возраставіи п (рп наиб. простой множи-
тель знаменателя ащ \ п (р) показатель простого множителя 
въ знамен. ап) или согласно терминологіи упомянутой работы 
остаются неизмѣнными свойства 

Р[к] L[l] А[к. 1] 

если таковыя свойства существуютъ для какой либо Ф о р м ы а,к 

Т. XXVII, в. III. 25 

п 

Рп Хъ(р) 
Пк П1 
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При несоблюденіи условія L[l] ни при какомъ I т. е. при 

условіи, что при конечномъ I всегда безконечно возра-

стаетъ вмѣстѣ съ п . ап можетъ быть присуще слѣдующее 
свойство: 

гдѣ с опредѣленвое конечпое число при возрастаніи п 
остается конечнымъ. 

Такое свойство будемъ обозначать символомъ 

М[а] 

Остается только повторить разсуждевія §§ 3, 6, 7 упомя-
нутой работы, чтобы убѣдиться, что это свойство остается 
неизмѣннымъ при в с ѣ х ъ Ф о р м а х ъ типа (14, 15) для ап. 

Выводъ значеній \ I, а для алгебраическаго диФФеренціаль-
наго уравненія общаго типа и для диФФеренціальвыхъ урав-
неній частныхъ типовъ въ зависимости отъ порядка и сте-
пени уравненій будетъ нами дѣлаться лишь для случая раціо-
нальныхъ коэФФиціентовъ голоморФнаго разложенія (1), ири 
этомъ мы будемъ основываться: 

1) на томъ,- что свойства Р[к] L[l] М[а] не 
зависятъ о іъ взятой Ф о р м ы для аи. 

2) на свойствахъ цѣлыхъ чиселъ, перечисленныхъ 
въ § 2 и присущихъ также цѣлымъ І?-Функціямъ. 

Въ виду этого наши результаты всегда обобщаются съ 
частяаго случая раціовальныхъ а 0 , а,і...ап на общій случай 
какихъ угодно а 0 , щ . . . 

§ 5. Дредполояшмъ теперь, что Функція 

у=а0-л-а\х-^-а2х^— (1) 

гдѣ at раціональны, удовлетворяетъ неприводимому алгебраи-
ческому диФФеренціальному уравненію 

порядка т и степени а. 



— 3 7 3 — 

Именно предположимъ, что 

ДиФФеренцируя уравненіе (1), имѣемъ 

і = т — 1 

dyWJ Ljdy(lJJ дх и 

г = 0 

ИЛИ 

гдѣ 
/ L i S , < m + 1 W U i . i = 0 (20) 

f - A t 
ТтЛ~ду^ 

і*=т—1 

г'=0 

цѣлыя Функціи съ цѣлыми коэФФиціентами 

отъ 
у(т)^ у(т-І)^ у(т-2)ѣ ^ ,у\ у^ % 

Полагая х=0, имѣемъ 

vy0<»+l)+fi<»m+i.i=0 (20°) 

y o ^ i y = _ ^ ± L ( 21 ) , 

ДиФФереяцируя ур. (20)і еще разъ имѣемъ 

fm.2yW-*-f»+i.*=0 (20) 2 

2 5 * 

КоэФФИціенты въ лѣвой части при у^ пу(п-1) п~~1.. .yh, xh пред-
полагаемъ цѣлыми числами. 

Возьмемъ саерва простѣйшій случай, а именво тотъ, въ 
которомъ теорема Тейксейра вѣрна. 



гдѣ fm.2, f m + i - 2 цѣлыя Функціи съ цѣлыми коэФФИціентами 
отъ уі™*1), у(т). . ,у\ у^ х 

f -f --*L 
Тт.а—Тт.1— д у ( т ) 

При ж = 0 имѣемъ 

yo(m+V=_lS±l ( 2 1 ) 2 

гдѣ цѣлая Функція съ цѣлыми коэФФИціентами отъ 

Уо{т+1\ Уо{т)--У'о> Уо-

Кратное диФФеренцировавіе даетъ 

и 

У^+і)=_Ьа^і. (21),) 

гдѣ /̂ Чи+і.,- цѣлая Функція съ цѣлыми коэФФИціентами отъ 

» o ( m + e - 1 } , 2 / о ( т И - 2 ) - - - ?/о, Уо-

Подставляя вмѣсто 

Уо{т+1\ У^т+']'-Уо{т+і~1) 

ихъ выражевія въ 

изъ уравненій ( 2 1 ) ъ ( 2 1 ) 2 . . . ( 2 1 ) г _ ь мы оолучаемъ для у0

(т+Ѵ 
раціональную дробь, причемъ въ зяамеяатель у0(тН) могутъ 
войти только тѣ вростые множители, которые входятъ или 

1) въ знаменатели y0J у\, у Ѵ - - у ^ 
2) въ числитель ѵ w 
и это утвержденіе будетъ вѣрно какъ бы велико ни было 
г или п=т-ѵ-і. 

Взявъ вмѣсто у0(") коэФФиціентъ при хп въ разложеніи (1) 
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мы должны заключить. что, если D наименьшее краткое зна-
менателей 

2/о, 2 / Ѵ - - Уо{т\ 

то дълитель знаменателя ап дѣлитъ 

1 . 2 . . .п JDws (22) 

начиная съ достаточно большихъ значеній п и потому про-
стой множитель, входящій въ знаменатель ап не больше наи-
большаго множителя въ произведеніи (22), т. е. не больше и 

и — съ возрастаніемъ п остается конечнымъ или, согласно 

нашей терминологіи, разложенію (1) присуще свойство 

Къ эт^ому свойству, отмѣченпому Тейксейра, мы прибавля-
емъ еще другое, замѣняющее свойство L[l], присущее раз-
ложеніямъ (1) удовлетворяющимъ диФФеренціальному ура-
вненію. 

Замѣтимъ, что, диФФеревцируя уравневіе 

f(x, у,у'... У^=0 (2) 

мы не можемъ повысить степени лѣвой части уравненія от-
носительно у и ея производныхъ. В ъ самомъ дѣлѣ намъ при-
ходится диФФеренцировать члены вида 

Ay{m) e ,y(i-l) y - l ) - l e _y>\y °X 

что даетъ сумму членовъ типа 

hAyW * Y — i ) "~l... y№) 1 + 1 tf) 1 - 1 . . . y' \j \ 

<i. e. сумму членовъ той же степени, что первоначальный. 
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и, какъ слѣдствіе, 

S / M + 1 . t ^ | ^ < 7 (24) 

Возьмемъ какой нибудь простой множитель рі входящій въ 
знаменатель у0^т^ съ показателемъ hm+i. 

Этотъ мвожитель можетъ входить также въ знаменатели 

Уо, 2/'о, У"о--- 2 /о ( ш + г ' - ] ) (25) 
съ показателями 

К, Ьи h hm+i-i. (26) 

Если hm+i-i наиболыпее изъ чиселъ (26), то, приводя дроби 
(25) къ одному знаменателю, содержащему р съ показателемъ 
'йт-и-і? мы получаемъ согласно ур. (21)» у^т+і^ въ видѣ дроби 
съ знаменателемъ, содержащимъ р съ показателемъ 

число Ьѵп+і равно или Тгт+і или 1гт+і~і-

Такъ какъ 

4и4-г ^ &т+і—1 

TO 

Такимъ же образомъ: 

hm+i—2 ^ 0" fom+i—3 

hm+i ^ СГ Й т 

Если степень f(x, у, у'... я/М) есть <у, то обозначая черезъ 
§ степень, можно нааисать 
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и - ~ сохраняетъ конечное значеніе при возрастанш п . 

Взявъ теперь КОЭФФИЦІѲНТЪ ащ будемъ имѣть 

если Х п

( 1)Гр) показатель степени р въ 1 . 2 . . . W . Но, какъ до-
казано въ упомянутой статьѣ х ) . 

Отсюда слѣдуетъ, что въ правой части неравенства 

когда а отлично отъ едиЕіицы 

1) ~ сохраняетъ кон. величину 

а п " ап р—1 Р-

въ виду того, что lim — ^ = 0 безковечво убываетъ. 
п=со ^ 

Такимъ образомъ г о л о м о р Ф н ы й рядъ 

у—щ-+-аіХ-ѵ-а2х-\ ап~\Хп~1-\ 

удовлетворяющій неприводимому алгебраическому диФФерен-
ціальному уравненію степени c f > l (Т. е. нелинейному): 

f{x, у, у'... у№)=о (1) 
причемъ 

i t 
ду(т) 

0 ^ 

1 ) Стр. 47 . 

и поэтому 
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обладаетъ помимо свой» тпа Р ( 1 ) еще свойствомъ Ж(с) , со-
стоящимъ въ слѣдующемъ: 

аи 

гдѣ 6 степень диФФеренціальнаго ураввенія (1) сохраняетъ 
при безконечномъ возрастаніи п конечную величину. 

Для множителей, не входящихъ въ знаменатели а 0 , а,\. - . a m - i 
и въ числитель ѵ т. е. для множителей достаточно большихъ 
(при надл. выборѣ P . Q Ш группы), будемъ имѣть свойство 

Щ]. 
Эти множители не дѣля уже 

Вгѵ8 

должны дѣлить 1.2. .п. 

В ъ виду этого неравенство (27) замѣняется неравенствомъ 

п ^ п р—1 

откуда слѣдуетъ что при п = о э 

п 

конечно. 

Для того, чтобы отмѣтить, что это свойство присуще только 
множителямъ Ш группы, будемъ обозначать его черезъ 

Ln[l]. 
Совокупвость свойствъ 

Р[Щ М[а] Ln[l] 

будемъ обозначать 

черезъ 
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Тогда можно сказать, что при 

Jf_ 

имѣетъ мѣсто свойство 

А[к, I, с ] . 

§ 6. Разсмотримъ теперь случай, когда 

L ^ / m ) J o 

п df(Xj у) 
Подставляя въ ~ ^ ( ^ ) разложеніе 

имѣемъ въ томъ случаѣ, когда 

WM)\~ 

--Ькх1-+-Ьіс+іХк+г-

к цѣлое конечное число не равное нулю. 

h > 0 

Въ самомъ дѣлѣ мы не можемъ имѣть 

Ък=Ъм— &ос = 0 

ибо, иваче, мы имѣли бы 

= 0 (28) 

и уравяеніе ( 1 ) , имѣя кратное относительно у(т) рѣшеніе, не 
было бы уже неприводимо. 

Замѣтимъ теперь, что для того, чтобы при диФФеревциро-
ваніи цѣлой Функціи отъ у. у\ « / " . . . # М получилась цѣ-
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лая Ф у п к ц і я , содержащая у(т+і\ необходимо по меньшей мѣрѣ 

і—диФФеренцированій. 
Для того же, чтобы у(т+і> вошло во второй или въ высшей 

степени необходимо не менѣе 2і диФФеренцированій. 

В ъ самомъ дѣлѣ диФФеренцированіемъ члена f(x,y,y'...у{т)) 

типа: 
y(m)hmy(m-l)hm-l # . в yflyOtf* (29) 

можно или ввести только одну производную высшаго по-
рядка или повысить только на единицу степень одной изъ 

входящихъ въ произведеніе (29) производныхъ. 

Отсюда слѣдуетъ, что, если диФФеренцированіе лѣвой части 
уравыенія (1) даетъ сумму, содержащую членъ 

укоу'кі. . .у(т)к™у{»і+Ѵ'С™+і. . .у(т^) 

то эта сумма можетъ дать членъ [у(т+і)]2 только послѣ і—ДИФ-

Ференцированій. Для того, чтобы вошелъ членъ съ у(т+Ѵу(т+Л 

необходимо (i + j) диФФерецированій. 

Вслѣдствіе этого диФФеренцируя уравненіе 

f(x,y,y'...if»))=0 (1) 

всего 2і раза имѣемъ 

Н - / « ^ . 2 ^ = 0 (30) 

гдѣ fj.2i цѣлыя Ф у н к ц і и отъ %,y7yf- • -у{т+і) съ цѣлыми КОЭФФИ-

ціентами. 

Возьмемъ 

такъ. что 

т~\ і \А^т~і 21—к 

и положимъ для сокращенія 

т-\~2і=р 
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Тогда уравненіе (30) можно переписать въ слѣдующемъ 

видѣ: 

fnyM+f,*-^*-1)-*-.. . А + * ^ * ) - ь / « ^ * + і . р = 0 (30) 
гдѣ 

fm-j fm-1* • 'fm+kj fm+k+l.p 

цѣлыя Ф у н к ц і и отъ 

У,У',У"--У{Р-М) (32)о 

съ цѣлыми коэФФиціентами. 

ДиФФеренцируя q разъ, имѣемъ: 

f m y ^ + ^ f m ^ q f % n ] ^ - 1 ^ . . . . [f,n+k+ 

Полагая же # = 0 , имѣемъ 

гдѣ коэФФИціенты при 

2/о ( і 5 + ? ) , ^ о ^ - 0 - • • .yo(p+q-V 

цѣлыя Функціи отъ q. 

Эти дѣлыя Функціи не могутъ в с ѣ тожественно при всякомъ 

q равняться нулю, гдѣ КОЭФФИЦІѲНТЪ при qk въ цѣлой Функ-

ціи, служащей КОЭФФИЦІѲНТОМЪ при у^ѵ+ѵ-*) равенъ 

Мы можемъ поэтому написать въ общемъ случаѣ 

у0(р+я-г)(А0ч-Аід^.. .Arqr)^=F(y0,y'o-• .yo(^-r-y) (34) 

0 < г < & 
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или же полагая p-\-q—г=щ начиная съ достаточно болъ-
шихъ п 

гдѣ F цѣлая функція съ цѣлыми коэффиціентами отъ 

<&(qy=Ao-*-Aiq-+-... Arqr 

A, цѣлыя Функціи съ цѣлыми коэФФиціентами отъ величинъ 

у0, у'0, у"0...у(*-*-Ѵ (32) 

и слѣдовательно не зависятъ отъ q 

Ф(ф не равно нулю при всякомъ q 

Взявъ q болыпе, чѣмъ высшій предѣлъ тг положительныхъ 
корней ураввенія 

Ф(д)=о 

мы можемъ сказать, что при достаточно болыиомъ q или при 
достаточно болыномъ Ф(#) не равно нулю. 

Отсюда. заключаемъ, какъ въ § 5, что простые множители 
знаменатедей ап дѣлятъ 

1 . 2 . 3 . . . n D j J v K i ) 
У==зг 

здѣсь D ваименьшее кратное знаменателей (32) 0 

lKjJ~~ В ~ В 
гдѣ Bj Bj цѣлыя чясла 

Простой множитель не можетъ быть болѣе наибольшаго 
изъ значеній 
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для котораго 

= 0 
х—0 I ду("1) 

при чемъ х=0 служитъ корнемъ кратности г для уравненія 

- £ - = 0 

удовлетворяешъ условію P[k-+ 1], т. е. условію - f ^ при безко-

иечномъ возрастанги п конечно. 
Кромѣ того попутно нами доказано лемма, вытекающая изъ 

ур. ( 3 4 ) , что уо{п\ начиная съ достаточно болыиихъ п в ы р а -
жается раціовально въ у 0 ь 2/'о< у"о- • -у(п~^ необходимая въ § 3. 

Посмотримъ теперь, какимъ свойствомъ въ этомъ елучаЪ 
обладаетъ Ап(р) показатель простого множителя, входящаго 
въ знаменатели а 0 , сіі, а2.--сіп... 

Ho ф(У), начивая съдостаточно болыпого значеніяУ, посто-
янно возрастаетъ, поэтому есливзять q достаточно большимъ, 
наибольшимъ зпаченіемъ будетъ и простой множи-
тель будетъ не больше 

<]>(q)=:AQ-*-Aiq-h-. ...Arqr. 

Ho при достаточно большомъ q 

<^q)<q^<qM 

цоэтому простой множитедь не болѣе qk+1 и тѣмъ самымъ и 
не больше п м . 

Мы получаемъ такимъ образомъ теорему Гурвича въ но-
вой Ф о р м у л и р о в к ѣ , дающей возможность ее связать . съ дру-
гимті изслѣдованіями. 

Голоморфный рядъ 

у=а0+аі%-*-а2%"-*-- • . а п - л Х п ~ 1 - + ~ . . . (1) 

удовлетворяющій алгебраыческому дифференцгальному уравиент 

К^У,У? yw=o ( 2 ) 
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В ъ этомъ случаѣ $F=§f, откуда, какъ выше при 

\JL] 
убѣждаемся, что 

при безконечномъ возрастаніи п остается конечно. 

Но неравенство (27) слѣдуетъ замѣнить слѣдующимъ: 

~№\{р) показатель съ которымъ р входитъ въ 

J=9 

Теорема § 5, относящаяся къ обобщится и на изслѣ-

дуемый случай, если будетъ доказано, что 

}Шр) 

при безконечномъ возрастаніи п конечно. Замѣтимъ съ этой 
цѣлыо, что 

Ho показатель степени р дѣлящей ty{q)\ 

ве больше -^Щ- , р—1 ' 
слѣдовательно 
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r < к 

при безконечномъ возрастаніи п конечно. 

Отсюда слѣдуетъ, что разложенію (1) еще приоуще свойство 

Ln[k] 

Ho 

^ = lim = 0 . 
П=СО U П—OD 

7S'2)n

rw) 
Откуда слѣдуетъ, что — ~ - стремится къ нулю. 

Поэтому согласно нер. (36) при безконечномъ возра-

станіи п сохраняетъ конечное значеніе. 

Такимъ образомъ. 

Голоморфному разложенію 

у=а0-+аіхч-(і2х2-+-... ап-\Хп~х-л-... ( 1 ) 

удовлетворяющему алгебраическому дифференціальному уравнеиію 

f(x,y,y'...yM)=0 

всегда присугце свойство 

При достаточно большомъ множителѣ р (т.-е. при множи-
телѣ 3-ей группы) неравенство (36) можемъ замѣнить болѣе 
простымъ 

изъ котораго въ виду того, что 
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l) Dirichlet-Dedeldnd. Vorlesungen iiber Zahlentheorie. Supplement. VI . 
S. 3 4 2 . 

Совокупность всѣхъ трехъ доказаняыхъ свойствъ можемъ 
обозначить символомъ 

А[к + 1, 1% сг]. ' 

§ 7. Приведемъ нѣсколько примѣровъ Ф у н к ц і й , трансцен-
денталь-трансцендентность которыхъ вытекаетъ изъ доказан-
наго въ предыдущемъ § 6 . 

Такъ Функція 
71 = ОО 

х п 

11= / г 

^ (а,г-ь(з)7 
п~~1 <х, |3 цѣлыя числа, _D(a, | 3 ) = 1 

трансценденталь-трансцендентна, вслѣдствіе несоблюденія усло-
вія Ln [к]. 

Въ самомъ дѣлѣ Ф о р м а ап-+-& 1) содержитъ безконечное мно-
жество простыхъ чиселъ. 

Взявъ для п тѣ значенія: 

nhn2,m п,ѵ 

при которыхъ ам-*-3 простыя числа, мы будемъ имѣть 

и ~ каково бы ни было к, будетъ вмѣстѣ съ п безконечно 

возрастать. 

Функція 
п=со 

Z Xn 

гдѣ 
Д = а с — & 2 > 0 , # ( а , & , с ) = 1 
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тоже представляетъ трансценденталь—трансцендентную Функ-
цію. вслѣдствіе несоблюденія условія Ln (&), такъ какъ х ) 

ап2-*-2Ъп-*-с 

содержитъ тоже безконечное число простыхъ чиселъ. 

Функдія 
п=оо 

гдѣ а цѣлое положительное число Ф у н к ц і я трансцевденталь— 
трансцендентная вслѣдствіе весоблюдевія условія М[а]. 
В ъ самомъ дѣлѣ здѣсь 

Х м ( р ) = 1 . 2 . 3 . . . ^ 

1 . 2 . 3 . . . . ? г 
lim 

71= CO 

каково бы ни было сг. 

Гурвицъ приводитъ примѣръ трансценденталь—трансцен-
дентной Фувкціи, ве выполняющей условія Р[к] ви при 
какомъ к. 

Это Функція 

( У ап 

Такъ какъ между границами 2 ) 

п"-1 2пп~1 

х) Weber. Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quad-
ratische Form unendlich viele Primzalilen fahig ist (Math. Annalen Bd 20] . 

2) Bertrand. Journal de l'ecole Polytechnique ch. X X X . 
Чебышевъ. Memoire sur les nombres premiers. Memoires presentes a 

l'Academie des sciences de St.-Petersbourg VII 1 8 5 4 p. 1 7 — 3 3 . Journal 
de Liouvilie I Serie, XVII , 1 8 5 2 , p. 3 6 6 — 3 9 0 . Сочиненія т. I стр. 49. 

T. XXVII , в. I I I . 26 
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всегда заключается простое число, то 

Такъ какъ при достаточно болыномъ щ 

п—к—1>0 

то каково бы ни было к, при возраставіи п можетъ быть 

сдѣлано больше всякой данной величины. Такимъ образомъ 
условіе Р[к] ни при какомъ к не соблюдается. 

§ 8. В с ѣ доказавныя в ъ §§ 5, 6 теоремы на основаніи § 4 
обобщаются сейчасъ же съ частнаго случая, когда а4- раціо-
нальны, а коЭФФИціенты въ f(x,y,y'.. .у(т)) цѣлые, на общій 
случай. 

1) какихъ угодно коэФФИціентовъ щ и 2) какихъ угодно 
коэФФиціентовъ въ диФФеренціальномъ уравневіи, опредѣляю-
щемъ у. 

Можно сказать, что всякому разложенію 

удовлетворяющему алгебраическому диФФеренціальному урав-
ненію 

необходимо присуще свойство 

А[кч-1, а] 

гдѣ / ѵ , сг нѣкоторыя опредѣленныя конечныя цѣлыя числа. 

Но здѣсь сг представляетъ не степеиь неприводимаго ДИФ-
Ференціальнаго уравненія 

гдѣ коэФФИціенты при yhy'hiy"h%. -. у(т)Ііт цѣлыя Функціи отъ х, 

у=а0-+-аіХ-+а2х2-і ап-\%п~-1--*- a ) 

f(x,y, у'.. .у(>'»)=0 (2) 

f(x, у, y'...yW)=0 (2) 
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26* 

а коэФФиціенты этихъ цѣлыхъ Функцій какія угодно числа, 
но степень уравненія 

F(x,y,y'...yW)=0 ( 3 ) 

гдѣ эти послѣдніе уже цѣлыя В—Функціи, къ которому при-
водится (согласно § 3) уравненіе (2), к представляетъ порядокъ 
краткости коряя х=0 уравневія 

dF 
^ т - ^ 0 ( 3 8 ) 

если только х=0 корень этого уравненія, въ вротивномъ 
случаѣ к=0. 

1=к, если х=0 корень уравненія (38) и 1=1 въ противномъ 
случаѣ. 

Численный простой множитель замѣняется простымъ В— 
множителемъ, опредѣлевіе котораго и свойства упомянуты 
въ § 2. 

Такимъ образомъ. раскрывая значеніе символа 

А[к-л-1, а] 

можемъ сказать, что если рп наибольшій аростой В—мно-
житель въ знаменателѣ а и , то при безконечномъ возраста-

ніи п остается конечно; если^ какой угодно простой В— 

множитель \п(р) показатель степени X, дѣлящей знаменатель аП) 

Хг(р) 
то — ~ остается тоже конечнымъ, паконецъ. если р п доста-

точно большойі^—множитель, то — ~ 1=1, к остается ко-

нечнымъ. 

При этомъ конечность В—Функцій понимается согласно 
опредѣлеыію 6) § 2. 

Для дальнѣйшаго слѣдуетъ имѣть въ особенности въ виду, 
что рп, дѣля произведеніе п \ D l l r | f j ) цѣлыхъ В—Функцій ко-
нечныхъ (и поэтому конечной опредѣлевной степени) должна 
быть тоже цѣлой В— Фувкціей конечной степени. 
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§ 9. Извѣстно, что оункція 

г ѵ о л і а-$ а(а-4-1)8(Зн-1) a 

J ; Г ' 1 - Y 1.2.у(у-+-1) 

1 . 2 . 3 . . . п. у ( у н - 1 ) . . . (Y-t-№—1) 
опредѣляемая гипергеометрическимъ рядомъ, удовлетворяетъ 
линейному диФФеренціальному уравненію: 

каковы бы ни были « , (3, у. 

Извѣстно слѣдующее обобщеніе гипергеометрическаго ряда, 
принадлежащее Гейнэ (и развитое еще дальше Томэ 2 ) 

, 0 , - ( 1 - ^ X 1 — д р ) 

( l _ g a ) ( l _ r - f l X l _ g P ) ( l _ ^ + l ) 

- ( l - j X l - 2 1 ) ( l - 2 7 X l - 2 7 + 1 ) 

( 1 — 2 И - 1 Х 1 — 2 7 Х 1 — 2 7 + 1 ) - - - ( 1 — 2 7 + в _ 1 ) 

Интереснымъ является рѣшить слѣдующій вопросъ, суще-
ствуетъ ли диФФеренціадьное алгебраическое уравненіе, опре-
дѣляющее у при всякомъ a, 8, у, q? 

Если a, 8, у, q произвольны, то независимыми произволь-
ными являются 

Ѳ = 2 Я , rt=q?, С = 2 7 , q 

„ _ і , ( 1 -6X1 - -QL, сі—ѳкі—egxi—V.X1—TQgD r 2 ^_ 
( 1 - 2 ) ( 1 - 0 ( 1 - 2 Х 1 - 2 2 ) ( 1 - 0 ( 1 - ^ ) 

( i -ex i -eg) . • . ( і - ѳ г - 1 х і - - о Х і - ^ ) - - - a - w " - 1 ) r _ 
( i -gXi -2 2 ) - - - ( i -3 n - 1 Xi -0 ( i -Cg) . - . ( i -Cr - 1 ) 

x) Heine. 
Journal de Crelle. t. 32 . 
2) Thomae. Les series heineennes superieures. Brioschi Ann. ( 2 ) У 

1 0 5 — 1 3 8 p. 1 8 7 1 r. 
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При произвольвыхъ Ѳ> ть £ числители и знаменатели К О Э Ф -

Фиціентовъ х п несократимы. 
Но тогда, взявъ Л—множителя 1 — ( ^ - 1 наивысшей отво-

сительно £, q степени, мы можемъ его признать наибольшимъ. 
Степень его вмѣстѣ съ п безконечно возрастаетъ. Отсюда 

слѣдуетъ невозможность опредѣленія у привсякихъ Ѳ, ' іХ2 т ~ е * 
при всякихъ a. |3. у, q алгебраическимъ диФФеренціальнымъ 
уравненіемъ. 

В ъ общемъ случаѣ Гейвевская Функція трансцевденталь-
травсцендевтна. 

Если a , J3, у алгебраическія числа, q произвольво, то можно 
сказать, что Гейневская Функція и при этомъ ограниченіи 
будетъ вообще Ф у н к ц і е й трансценденталь-трансцендентной. 

Взявъ a, |3, у цѣлыми числами отличными между собой и 
полагая 

т > Р > * 

легко доказываемъ существованіе нераздожимаго множителя 
безконечно возрастающей вмѣстѣ съ п степени. 

В ъ самомъ дѣлѣ 1—gV+w-i М Ь І разлагаемъ на множители 

і ) і - г 

Взявъ для п зваченія щ . щ п„ . . .* при которыхъ у-ь/г—1 
простое число, мы на основаніи извѣстной теоремы Г а у с с а 
должны признать второй множитель неразложимымъ въ области 
цѣлыхъ чиселъ, т.-е. простымъ В—множителемъ, при чемъ 
при сдѣланномъ выше предположеніи невозможно сокращеніе 
на него коэФФИціента. 

Ho по мѣрѣ возраставія п при полученіи значенія: 

Пи П2, Пг* • .пѵ 

стевень 2 будетъ безконечно возрастать, откуда за-
ключаемъ о трансценденталь-трансцендентиости Гейневскаго 
ряда. 
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въ виду того, что liml — ) : ОО 

lim—г = оо 

каково бы ни было п. 

Такимъ образомъ у представляетъ трансценденталь-тран-
сцендевтвую Функцію. 

Нарушеніе условія 
М[с] 

Приведемъ еще примѣры трансценденталь-трансцендентныхъ 
Функцій. 

Нарушеніе условія Р[к] 

х хЧ\ х* 
у — ( 1 ^ ^ ^ ( 1 ч - д ) ( і Т ^ ! ^ ^ ( 1 ч - д Х 1 ^ 2 ! ^ ) ( 1 ^ 3 І ^ ^ 

гѵ>П 
ч _ , (40> 

ч -2 !дХ1 -ьЗ!д) . . . . (Ін-wlg) ^ 7 

З а наиболыиій простой JR—множитель слѣдуетъ призвать 

Ио — н и при какомъ к не можетъ представлять ко-

нечную В—Функцію для безконечныхъ значевій п. 

Это слѣдуетъ изъ извѣстной Формулы Стирлинга 

гдѣ £ п безконечно убываетъ съ возрастаніемъ п 

п\ п"-\,-п—гл . 
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х ) См. въ „Объ интегрировапіи лиоейныхъ дифф. уравненій" поста-
новку попятія объ интегр. въ коиечномъ видѣ. 

Примѣромъ трансценденталь-трансцендентной Ф у н к ц і и мо-

жетъ служить 

ѵ хп 

гдѣ а цѣлая R—оункція. 

Нарушеніе условія 

Ln[l] 

Примѣромъ можетъ служить 

п=со 
V ( 4 1 ) 

гдѣ a, *у цѣлыя положительныя числа, q произвольное постоян-

ное или трансцендентная. 

§ 10. Всякая оункція выражаемая г ) въ конечномъ видѣ съ 

помощью элементарныхъ основныхъ трансцевдентныхъФункцій, 
т.-е. Ф у н к ц і й логариѳмическихъ, показательныхъ, тригономе-
трическихъ и круговыхъ, удовлетворяетъ алгебраическому 
диФФеренціальному уравнеыію 

f(x,y,y'....yW)=0 (2) 

В ъ самомъ дѣлѣ полагая 

у=ъ$ь%М....х) (42) 

гдѣ тг алгебраическая Функціа основныхъ трансцеядевтныхъ 
q-ro класса и основныхъ травсцендентныхъ визшихъ классовъ 

G / ^ l g a / * - 1 ^ ) , e h ( х \ [^ЩГ , 

гдѣ a / ? - 1 ) ^ ) , $lq-l)(x), ^i{q~l\x) траисцендентальвыя q—1-го 
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класса, иначе говоря, алгебраическія Функціи отъ основныхъ 

трансцендентныхъ q—1-го к л а с с а и низшихъ классовъ: 

Ѳ / ^ , ѳ > - і } 

гдѣ CL^-\X), p/^~ 2 )(^), Y / 5 _ 2 ) ( ^ ) трансцендентныя q—2-го 
класса и т. д. 

В ъ нашей работѣ: «Объ интегрированіи въ конечномъ видѣ 
линейныхъ диФФеренціальныхъ уравненій» *) нами доказано, 
что 

diz 
dx 

построена въ той же области трансцендентныхъ, что іг. т.-е. 

y^iztfW, Ѳ 2

( ? ) . . .Ѳ н

( г ) , Ѳ/^Ч Ѳ/*-".. Ѳ/2"^ \х) ( 42 ) г 

Такимъ же образомъ находимъ 

уГ^Щя), Ѳ2<*>. • . е ^ Ѳ / ^ , Ѳ 2

( ?~ 1 }. • • Ѳв

(*-1}. - • .х) ( 4 2 ) 2 

3,(«)=тс т(Ѳ 1

( д ) , Ѳ 2

( ? ). • .Ѳѵ

( д~ 1 }> Ѳ/^Ч Ѳ Л " 1 ^ . . Ѳ ^ - 1 } . . . .я) ( 4 2 ) м 

исключая изъ этихъ уравненій основныя трансцендентныя, 
получаемъ алгебраическое диФФеренціальное уравненіе: 

КЪУМ' 2 / ( ш ) ) = 0 (2) 

Возьмемъ для примѣра транецевдентную Ф у н к ц і ю 2-го 
класса. 

y—e^gcsx 

х ) Извѣстія Варшавскаго Университета за 1 9 0 9 годъ, часть 1, § 7 
стр. 2 0 . 
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ДйФФеренцированіе даетъ намъ 

y'=ex[\gcsx—tga?] 

Отсюда 

f = e Jlgcsa?—2tga?— ~ J 

Гі ox 3 2sin;r] 
tf"=ex lgcsa;—3tga? 5—i ~z 

t/'=y-2(y-f/y-er 1 

c s 2 # 

3 1 

Исключая отсюда tga?, csr , в ж , имѣемъ 

( _ 3 + 2 2 / - ь З / - З г / " - ь у " 0 ] = 4 ( 2 / - 2 / ' ) 

Отсюда вытекаетъ слѣдующая теорема: если функція у 
опредѣляемая голоморфнымъ разложенгемъ 

у—а^а\Х-\-а*%-*—ап~\Хп~1-л (1) 

можетъ быть построена въ коиечиомъ видѣ съ помощью элеметпар-
ныхъ трансцепдентныхъ^ то разложеніе (1) обладаетъ для иѣ-
которыхъ конечныхъ чиселъ A, Z, с свойствами. 

P[Jc] Ln[l] М[о] 

Раскрывая значеніе перваго символа, слѣдуетъ сказать, 
что для нѣкотораго конечнаго числа к 

рп 

съ возрастаніемъ п остается коиечно. 
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Чебышевъ, no словамъ Э р м и т а в ы с к а з а л ъ теорему, по 

которой не ^ , a ~ остается конечно. Утвержденіе Чебы-

шева вѣрно почти всегда, такъ какъ согласно § 5, к вообще 
равно 1 и только для критическаго случая, когда 

\JL] = 0 
о 

оно можетъ оказаться больше 1. 

Вмѣсто выраженія, построенваго въ конечномъ видѣ съ по-
мощью элементарныхъ трансцендентныхъ Функцій, мы можемъ 
взять Фувкціи 2 ) [аЬг{1)\ т.-е. Функціи, опредѣляемыя Абелевыми 
интегралами 

diz 
Теорема обобщается на этотъ случай, ибо свойство ? 

изъ котораго мьт исходили при нашемъ доказательствѣ, 
остается въ силѣ и у опредѣдяется и въ этомъ случаѣ алге-
браическимъ ДИФФ, уравненіемъ (2). 

Обобщеніе идетъ еще дальше: [abp}] можемъ замѣнить 

d[abp)} dm~l[abp)] 

dx dxm~l 

гдѣ [аЪіЩ опредѣляется алгебраическимъ диФФеренціальнымъ 
ml 

уравненіемъ порядка т и степеви I 

\dm[abP] dm~l[abp)] 
ml ml 

fl-^r-> [<m =o 

г) Hermite Cours d'Analyse. 
2) Д. Мордухай-Болмовской. Объ интегрированіи въ конечномъ видѣ 

линейныхъ дифференціальвыхъ ураввеній § 8 стр. 2 2 . 
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§ 11 . Если вмѣсто алгебраическаго уравненія ( 2 ) возьмемъ 
трансцендентное, предполагая, что коэФФИціеыты при 

г/уТіѴ4'•-y{m)hn 

представляютъ трансцендеытныя Функціи отъ х, выражаемыя 
съ помощью элементарныхъ трансцендентныхъ (Функцій [elm]) 
или съ помощью [a&J, то диФФвренцированіемъ получаемъ 

Ufa ѳ 1 ? ѳ 2 . . . е 7 , у,у'-..у{т+1))=о 

Ufa оѵ ѳ 2 , . . - ѳ , , у , ^ - . . » ( w + 2 ) > = . - - . 

Ufa ѳ 1 5 ѳ 2 . . . ѳ , , 2 / , ? / - - - ? / ( т ) ) = о 

Исключая трансцендентныя Ѳг, Q0, Ѳ3- • -О^ получаемъ алге-

браическое диФФеренціальное уравненіе 

&fay, 2 / ( ш ) ) = 0 

Такимъ образомъ Функція трансценденталь-трансцевдентная, 
не удовлетворяя алгебраическимъ диФФер. уравненіямъ, не 
удовлетворяетъ и трансцендентнымъ относительво х, предпо-

лагая только, что лѣвая часть ур. построена въ ковечномъ 
видѣ съ помощъю элементарныхъ трансцендентныхъ. 

Таковы уравненія 

у"уг—smxyf^-+-exy=0 

ym2\gx—2/32/'/2-»-arctgxi/3=0 
и т. д. 

Для получевія алгебраическаго диФФеренціальнаго у р а в в е -

нія, которымъ можетъ быть замѣнено первое изъ этихъ урав-
неній, можно исключить 

sinx csx ех 

изъ ураввеній 
у"у'—smxy/2 -+-еху 
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У'"У'-+-У"*—z$x[y'+yf'csx]y'+ex(y-+-y')=0 

у{Щу^Ъу;;уп,—^іш[у;^уг'^х^— 

—csx[2y'y"-+-(y'y"'-^-y"2)Q,sx—y'y"smx]-+-

+е%у+2у'ч-у")=0 

c s V - t - s i n 2 # = l 

Откуда получаемъ уравненіе 4-го порядка. 

Если мы возьмемъ уравненіе трансцевдентяое, какъ отво-
сительно х, такъ и относительно у.у''... .у{т\ то опять дока-
жемъ, что всякое его рѣшевіе будетъ рѣшеніемъ алгебраи-
ческаго диФФеревціальнаго уравненія, если лѣвая часть его 
выражена въ конечномъ видѣ съ помощью 

х, у, у'.-..уіт> 
Т а к ъ уравненіе 

exy-i-smy'=0 (43) 

даетъ по диФФеренцированіи 

ex(y+y')+y"csy'=.0 (44) 

ех(у+2у'-л-у")—smy'y"2-h-y"'csy=0 (45) 

Присоединяя къ этимъ уравненіямъ еще уравневіе 

c s y - f - s i n y = r l (46) 

Исключая изъ уравненій (43) (44) (45) (46) 

ех, smy', csy' 

получаемъ алгебраическое диФФеревціальное уравненіе 2-го 
порядка. 

§ 12. Подъ алгеброидомъ мы разумѣемъ Функцію, опредѣ-
ляемую разложевіемъ 

/ = о о 

J 
У= £ а / ж - Я о ) d (47) 
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гдѣ 0/ постоянныя; причемъ принимается, что 

(X— о о ) = -

Можно доказать, что всякій алгеброидъ, удовлетворяющій 

алгебраическому диФФереяціальному уравненію, обладаетъ 

свойствами 
Р[к-*-1] І « Й М[а] 

Чтобы въ этомъ убѣдиться, достаточно привести алге-

браическое диФФеренціальное уравненіе 

f(x,y,y'....yW)=0 (48) 

которому удовлетворяетъ алгеброидъ (47) подстаяовками 

1 t 
(х—Xo)d=t (х—x0)dy=z (49) 

къ алгебраическому ДИФФ. уравненію 

F ( ^ , ^ < - > ) = 0 (50) 

лѣвая часть котораго содержитъ или тоже число трансцен-
дентныхъ или произв. постоянныхъ, что лѣвая часть ур. (48) 

или на 1 больше (если х0 трансцендентное или произвольно 
поетоянное). 

Для рѣшенія z уравненія (50) будемъ имѣть голоморФнос 
разложеніе: 

y=h0-+-bit-+-b2t*-i- • -Ъп-4п-1-л (51) 

Если ап наибольшій множитель знаменателя Ът то - ~ ко-

нечно при безк. возрастаніи п. 

Но 

(п—f*)*+l п п + 1 \и—[л/ п п + 1 

конечно, такъ какъ lim п _ = 1 . 



— 4 0 0 — 

Совершенно также, имѣя въ виду. что 

Х>-р.(р) _ Хь-р.(р) I П V _ Хп(£) І П _ V 

(п—[J.)z п1 \ ю — [ / . / п1 \П—[X J 

доказываемъ и другія два свойства Ln [1] М (с) . 

§ 13. Разложевіе типа 

„ _ Ро + Ѳ Р і + Ѳ 2 Р 2 + - - . Ѳ ^ 1 Р . - - і ^ 
у ~ Qo+()Qi+b2Q2+...0k-1Qk-i ^ } 

гдѣ Ѳ трансцендентныя съ х=х0, какъ существенно-особенной 
точкой, РІ алгеброиды, представляетъ разложеніе, не приво-
дящееся къ алгеброиду. 

Ибо, если бы мы получили 

Р О + О Р І + . - . О ^ Р А - І , 

л , / л 71-ттл—- = алгеброиду 

мы могли бы разрѣшивъ это уравненіе относительно Ѳ? полу-
чить Ѳ в ъ Формѣ алгеброида. Примѣромъ разложенія (52) 
можетъ служить разложеніе регулярнаго интеграла линейнаго 
уравневія. Здѣсь e=lg(#—х 0 ) . 

Можно свазать, что всякій неалгеброидъ 0 (назовемъ его 
шрапсцендоидь) не можетъ опредѣляться уравненіемъ 

О [ Ѳ ] = 0 (53) 

съ алгеброидальными к о э Ф Ф И ц і е н т а м и , или что всякое равен-
ство (53) тожественно относительно Ѳ и остается въ силѣ по 
замѣвѣ @ какой угодво величиной. 

Основываясь на этихъ свойствахъ алгеброидовъ и трансцен-
доидовъ въ нашей работѣ: „объ пнтегрированіи въ конечномъ 
видѣлинейныхъ диФФеренціальныхъ уравневій", мы указываемъ 
слѣдующія свойства трансцендоидовъ I и II типовъ, т. е. та-
кихъ, что 

d? 1 da 
-~ = алгеброидъ — -^- — алгеброидъ. (54) 
dx p. dx 
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Всякое алгеброидальное уравненіе между трансцендоидами 
двухъ типовъ £ . 7 ) остается въ силѣ по замѣвѣ травсцендои-
довъ одного типа и равносильво уравненію одного изъ типовъ: 

2 Q ЪІ=А (55) 

П трі=А (56) 

d постоянныя, А алгеброидъ. 

Отсюда легко видѣть, что между 

і і і 

-, , N X Ха (X Хі))'2 (X Хл)п 

lg (X—XQ), е , & {)J . . . е> и 

не можетъ быть алгеброидальнаго уравненія. 

Эти свойства алгеброидовъ и трансцендоидовъ позволяютъ 
намъ доказать, что, если 

Р о + Ѳ Л + . . . Ѳ ^ Р , . - і г 5 2 ^ 

гдѣ Ѳ трансцендоидъ I или II типа, т. е. обладающій однимъ 
изъ свойствъ ( 5 4 ) , 

Р», Qi 

алгеброиды, то послѣднимъ присущи свойства 

A [к, Z, а] 

В ъ самомъ дѣлѣ, подставляя въ алгебраическое диФФерен-
ціальное уравненіе 

/ № У, tf...yW=0 ( 2 ) 

выражеяіе ( 5 2 ) для у, лолучаемъ уравненіе 

Q [ P 0 , Р</ . . . P W , Co, • • QM>. . -Pi, Р'г- • . Р М 

Q'i...Qtm\ Ѳ ] = 0 ( 5 7 ) 
гдѣ 12 цѣлая Фувкція величинъ, заключенныхъ въ скобки съ 
цѣлыми относительно х коэФФіщіентами. ІІриравнивая нулю 
коэФФИЦіенты при различныхъ степеняхъ 0 в ъ виду тоже-
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ственнаго ур. (51) относительно Ѳ, получаемъ систему урав-
невій: 

А, ( Р 0 , іѵо. • -РМо, ft), fto- - - ftm)o- • . Р * Р Ѵ • . Р М 

ft, ft;...ft«)=0 (58) 

представляющихъ необходимыя и достаточныя условія, чтобы 
выраженіе (52) удовлетворяло алгебраическому диФФеренціадь-
ному уравненію (57). Если уравненія (58) совмѣстны, то ови 
даютъ для каждаго алгеброида алгебраическое диФФеренціаль-
ное уравневіе 

Fj (Р , , Р , . . . Р < у > = 0 ( 5 У ) 

Hi ( f t , ft-.ftV)=0 (59^) 

ибо иначе одна или нѣсколько изъ Функцій Р^ ft остава-
лись бы произвольными и рѣшеніе обыкновеняаго урав -
ненія (2) содержадо бы произвольныя Ф у н к ц і и . 

Но изъ ур. (59') и (59 ; / ) заключаемъ о свойствахъ A[Jc, Z, а] 
Ф у н к ц і й . Ковечно въ этомъ случаѣ значеніе чиселъ к, I, с 
иное, чѣмъ въ случаѣ у алгеброида § 14. Укажемъ еще н а 
одно интересное обобщевіе нашихъ изслѣдованій. 

ДиФФеренціально^ уравненіе 

f(x, у, y'...yW)=0 (2> 

алгебраическое, т. е. съ коэФФиціентами при 

у° у'н . . . у(т) Ігт 

равными цѣлымъ Ф у н к ц і я м ъ отъ х съ коэФФиціентами цѣлыми 
или цѣлыми R— Ф у н к ц і я м и можно замѣнить алгеброидальнымъ 
диФФеренціальнымъ уравненіемъ, т. е. съ коэФФиціентами, рав-
ными алгеброидамъ, удовлетворяющимъ условіямъ 

A [14°К U°>, ъЩ. 

Приводя для этого случая разсужденія, аналогичныя изло-
женвымъ в ъ . §§ 5, 6, и опираясь на свойство, которое не 
представдяетъ трудности доказать методами нашей первой 
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статьи, что сложеніе, вычитаніе, умноженіе, дѣленіе, диФФерен-
цированіе и ивтегрированіе рядовъ, обладающихъ свойствами 
А[кь ІІ, сіг]. приводитъ къ алгеброидамъ, обладающимъ свой-
ствами A[h h аі], мы докажемъ. что для того, чтобы алге-
броидъ представлялъ рѣшенге алгебраидальнаго диффереиціалъ-
наго уравненгя съ коэффиціентами, удовлешворяющими условіямъ 
A[ki(0\ U°\ вЩ, необходимо, чтобы ему было присугце свойство 

A[k, Z, а]. 

§ 15. Предположимъ, что у рѣшеніе алгебраическаго ДИФ-
Ференціальнаго уравненія перваго порядка 

fix, у, 2 / 0=0 (60) 

выражается въ конечномъ видѣ. 

Предполагая у алгеброидомъ, найдемъ ариѳметическія свой-
ства коэФФИціентовъ ап характерныя для этого случая. 

Мы знаемъ, *) что въ случаѣ выражаемости въ конечвомъ 
видѣ у имѣетъ одну изъ слѣдующихъ Ф о р м ъ : 

1) у алгебраическое. 

2 ) y=il (х, *Я), О алгебраическая Функція х и 

^ = e w f / 0 ] A o [Xif1 [ 7 2 ] х а . . . [Xq]\ (61) 

Аг постояяныя, OJ, X алгебраическія Ф у н к ц і и отъ х. 

3) y=il (х, *()? & алгебраическая Функція 

X и 
г=р 

X lg "/,• ( 6 2 ) 

* = 1 

*) Д. Мордухай-Болтовской. Общія изслѣдовавія, относящіяся къ 
интегрированію въ конечномъ видѣ дифференціальныхъ ураввеніи 1-го ло-
рядка, статья П. Сообщенія Харьковскаго Математическаго Общества 
2 серіи томъ X . 1 9 0 9 г. стр. 2 1 . 

Т. X X V I I , в . I I I . 27 
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гдѣ <р, ХІ алгебр. Функціи отъ %, \ постоянныя. В ъ первомъ 
случаѣ, какъ Функція алгебраическая у удовлетворяетъ Эй-
зенштейновскимъ условіямъ: 

рп конечно — к о н е ч н о 
п 

Замѣтимъ, что $ и £ удовлетворяютъ диФФеренціальнымъ 
уравненіямъ 

Ро * С = Р (63) 

jp0 &'+рі * = 0 (64) 

гдѣ р 0 Рь Р алгебраическія Функціи, т. е. алгеброиды, удовле-
творяющіе Эйзенштейновскимъ условіямъ A [0, 1] 

ДиФФеренцируя уравненіе (63), имѣемъ 

ро %'+р'о ъ=р' 

Ро С=Р 
откуда получаемъ 

Р Ро Г + ( / о Р-Ро Р') ? = 0 (65) 

т. е. однородное линейное уравненіе 2 порядка съ КОЭФФИ-
ціевтами, удовлетворяющими Эйзенштейновскимъ условіямъ. 

Если ц, # алгеброиды, то они должны удовлетворять для н ѣ -
которыхъ конечныхъ опредѣленныхъ значеній I условію 

A [к, I] 
или, что то же, 

Р |/,-| L [I] 

Но на освованіи § 13 # и '( не могутъ быть трансцендои-
дами, если у алгеброидъ, ибо иначе уравненія 

у=а fa *) 

у=а fa 0 

давали бы £ въ Формѣ алгеброидовъ. 
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Обозначая # или *( черезъ 0, будемъ имѣть уравненіе 

Ао fa 0) у*+Аі fa Ѳ) і/~1+...Ап (х, Ѳ ) = 0 (66) 

гдѣ АІ цѣлыя Ф у н к ц і и fa Ѳ) съ коэФФиціентами равными цѣ~ 
лымъ числамъ (или цѣлымъ В—Функціямъ). 

Разлагая Ѳ въ рядъ, мы получаемъ АІ fa Ѳ) ВЪ Ф о р м ѣ ал-
геброидовъ удовлетворяющимъ условіямъ 

А \к\ Ѵ\ 

Въ самомъ дѣлѣ А- fa Ѳ) получается изъ рядовъ 

0=Ьо+Ьі х-^-Ъі х*-\-... 

х=х-\-0 .х+0 .х^-\-... 

удовлетворяющихъ условіямъ А[к.1\, А[0.0] при помощи сло-
женія, вычитанія, умножевія и дѣлевія. 

Но рѣшеніе уравненія (66) можно представить какъ рѣше-
ніе линейнаго диФФеренціальнаго уравненія *) . 

B0fa Ѳ) уМ+Вгф, Ѳ) y*~*+...Bp-ifa Ѳ) у'-\-Вр(х, 0 )=О (67) 

тдѣ В І fa Ѳ) раціональныя Функціи А0, Аі...Ап и потому 
раціональныя Ф у н к ц і и fa Ѳ) и слѣдовательно имъ присущи 
свойства А[к", Г ] . Отсюда согласно § 17 нашей статьи слѣ-
дуетъ, что алгеброиду у присуще свойство 

A [//", Г] 

Такимъ образомъ можно сказать, что, если алгеброидальное 
рѣшеніе у алгебраическаго дифференціальнаго уравненін перваго 
порядка 

f fa У, 2 / 0=0 

ѳыражается въ конечномъ видѣ съ помощъю элементарныхъ транс-
цепдентныхъ, то разложенію у присуще свойсшво L [I], причемъ 
оно распространяется иа всѣ множители. 

*) Д. Синцовъ. Раціоналъвые интегралы линейныхъ дифференціальныхъ 
уравненій глава I I I . 

27* 



— 406 — 

Этимъ свойствомъ замѣняется свойство М [а], состоящее 

въ конечности ^—J^- при безконечно великихъ пу которое мы 

имѣемъ, не вводя условія о выражаемости въ конечномъ 
видѣ у. 

Мартъ. 1 9 1 0 г. 

Варшава. 


